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I. INTRODUCTION 
Le contrble ergodique de processus de diffusion reflechis sur le bord d’un 
ouvert conduit au probleme suivant (cf. J. M. Lasry [S], par exemple): on 
veut trouver (u, 1) E C’(0) x [w veriliant 
-aq(x) a,u(x) + cp(x, Du(x)) = 2. dans Q, 
au 
s 
(1) 
s=O sur asz, udx=O, n 
ou 4 est un ouvert borne regulier, a&x) est un champ de matrices dtlinies 
positives regulier, rp est une nonlinearite donnte, y est un champ de vec- 
teurs regulier sur ai veritiant y(x). n(x) > 0, n ttant la normale exterieure 
de !2 (les hypotheses prlcises sont donnees dans la section II). 
Sous des hypotheses tres get&ales portant sur cp, nous montrons 
l’existence et l’unicite de (u, 2.) satisfaisant (1) (cf. thtorbme ci-dessous). 
Atin de demontrer l’existence, nous approchons (1) par le probletpe 
suivant: 
-Q(X) a,44 + dx, ~4~)) + c(u(x) = 0 dans Q, 
au (2) 
z=O 
sur asz, 
oti IX > 0. Nous montrons ensuite que si CI tend vers 0, au et Du restent bor- 
nes dans L”(Q), ce qui permet de conclure aisement. 
Les methodes d’estimation a priori sont inspirees de celles developpees 
dans Lions [4,6] et sont bakes sur des id&es originellement dues a 
Berstein. 
Signalons egalement quelques autres references concernant les problemes 
de controle ergodique: Robin [9, 83, Bensoussan et Frehse [ 11, Ben- 
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soussan et Lions [a]. Enlin remarquons tout de suite que d’aprb Lions [5, 
61, Lions et Sznitman [7], il existe un champ de matrices symetriques 
delitries positives regulier sur B a&x) tel que: 
Yitx) = q(x) nj(X), Vi, lQi<n,VxEdQ. 
II. NOTATIONS ET HYPOTHESES 
Dans tout ce qui suit on fait les hypotheses uivantes: 3v, p, vO, p,, > 0, 
vxEai, v5ER”~ v 1512~a,i(x)5i5j~~ l<l*, VO 1512<a~(X)<i5j</Jo l<l*, 
aii, aiiE W*@(sZ). 
On note Co = [3p. 11 Daii 1) Lm(Rj + 2&R]( l/v,), ou R est la partie negative 
de la plus grande courbure principale de &? (ainsi si 0 est convexe, R = 0). 
On suppose par ailleurs que l’hamiltonien cp est localement lipschitzien et 
vtrifie: 
3p>0,3K>O,V1E[-M, +M], (3) 
(C, Iqpl I P12)1+p~aI Pl*+((P+4*+11, 
oh ~4 = II cp(*, O)ll L~(nIT et C2 = II Da, II Lm(n); (Ainsi si aq est constant on a 
C2 = 0 et on peut prendre K= 0); 
3k E IO, 21, liminf kv,(cp+A)*aklpIcpk-C3 lpi*>0 (4) 
IPI - +m 7 
uniformement pour I 1 I < M et x E a, od z > a,,(x) Vx E D, oti C3 = Cl + K, 
et 
Cc = P II D*(e - coxaii)ll LmcRJ 
+ (4~ 11 D(e ~ coXa,i)ll Lmcoj + 2poeCo”x”Ln’n1 II Da0 II L=cn,)2 
4dvvoe - wxllLw2, 5 
od 6 = 1 -k/2 et x E C’(w), i3x/8y = 1, x = 0 sur 8Q et 11 x I/ La(nJ = 1. Ainsi si 
aii et aij sont constants on a C, = C2 = 0, on peut prendre K = 0, k = 2 et on 
a C,=O. 
En particulier dans le cas od Q est convexe (i.e., R = 0), y = n (i.e., 
aii = a,), et ou aV est constant, la condition (3) devient vide et (4) se reduit 
. . a. 
liminf ~+((p+A)*+p.D,cp>O, (4’) 
lpl++c= z 
uniformtment pour I 1 I < M, x E 0. 
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Dans ce cas le thtoreme de la section III montre que (1) admet une uni- 
que solution. On note (pp= D,cp, cpX= D,cp, (Pk=a(PfaXk, et ukvk= 
c;=, ukvk. 
III. RESULTAT 
THBOR~ME. Sous les hypothkses (3) et (4), le probkme (1) admet une 
unique solution (24, A) E C’(Q) x R. 
Pour obtenir l’unicite, nous avons seulement besoin que cp soit lipschit- 
zienne. Pour obtenir l’existence, on obtient successivement des estimations 
Loo(Q) de au, Du, aguY, oti u est solution du probleme (2). Notons que ces 
estimations impliquent d’ailleurs facilement l’existence de solution de (2) 
(cf. Lions [4,6]). 
Les estimations sur Du seront calculees dans un premier temps dans le 
cas particulier oh Sz est convexe, y = n, aii = 6,, afin de degager les prin- 
cipales idtes. Ensuite ces estimations seront calculees dans le cas general. 
IV. DEMONSTRATION 
1. UnicitP 
Soient (v, A) et (u, p) des solutions du probleme (1). En un point x0 de 
maximum de v-u on a si x,ESZ: 
Dub) = Dvhh 
cph, Wxd) = cph, TV, -a,i(xo)(v&J -u&J) 2 0, 
et si x,Eaa 
~(x.)=~(xo)=O et DAx,) = D,v(x,) 
od D,u et D, v sont les dtrivies tangentielles respectives de u et a sur aQ, 
done W-4 = Wxd et dx,, W-4) = cp(x,, Dv(x,)), - a&xo)(v&xo) - 
u&o)) 3 0. 
Et il vient: 
A -P = -a&d(v&) - uJx,)) 2 0, 
done ilap. De mCme on a ;1<~ et A.=p. 
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On note w = u - 24, b(x) = SA (pP(x, Du(x) + tDw(x)) dt, et w est solution 
du probleme: 
-aaww+biwi=O dans 52, 
aw 
dr=O 
sur asz, (5) 
I wdx=O, w E H’(f2). R 
Or 0 est la premiere valeur propre de l’operateur -a@,+ bidi, avec 
comme condition aux limites au/+ = 0. De plus, d’aprb le theoreme de 
Krein Rutman, 0 est une valeur propre simple associee a la fonction propre 
constante !P= 1. Done necessairement w est constante, et comme 
jn w dx = 0, alors w =O, et u = U. Ce qui achtve la demonstration de 
l’unicite. 
2. Estimation de uu 
On note u la solution du probleme (2) dans ce paragraphe ainsi que 
dans les deux suivants. 
Soit x E D un point oti u atteint son maximum. Si x E a, on a Du(x) = 0, 
-a&x) u&x) 3 0. Si x E as1, on a (au&)(x) = 0 car u est solution de (2) et 
D,u(x) = 0 car u atteint en x son maximum sur aQ, done Du(x) = 0, et 
-a&x) u&x) 3 0. Et il vient au(x) < -cp(x, 0) < jl cp(., O)l(,r(a,. 
De m&me en un point y ou u atteint son minimum on a au(y) > 
-cp(y, 0) 2 - II cp(., O)/IL~z(nj. Done on a: 
II 0% II L”(Q) G II cp(.? O)ll LU(R,. 
3. Estimation de Du dans un cas particulier. 
On calcule une estimation L”(0) de Du dans le cas oti D est convexe, 
y = n, et a&x) = 6,. 
D’apres Lions [6] on a l’estimation suivante: (a/&)( 1 Du I 2, < 0 sur aQ. 
On donne ci-apres une demonstration de cette estimation: 
On a sur 852 n. Du = 0 done il existe 8 tel que D(n . Du) = on, c’est-a-dire: 
~I?A,~= Bn, - n/,iUl. 
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Et il vient 
= -2n,,iuiu, d 0, 
car Sz est convexe et la matrice (FZ,,~)[~ est dthie positive. 
Pour obtenir des estimations L”(Q) sur Du, on va ltudier la fonction: 
w = / Du I*. 
On sait dkj$ que awlan < 0, et on a 
On en dkduit: 
w; = 2u,l& 
wij = 2u,u!, + 2u,lqii 
-Aw= -2 ID2u(2-2a~Du~2-2~,~Du-2~,~Du,u,. 
En un point X~E S? oh w atteint son maximum on a Dw(x,) = 0 et 
- Aw(x,) 3 0 car aw/h 6 0 sur X2. 
Et il vient en x0 
2 
0 6 -; (cp + au)’ - 2q,. Du - 2~~5. Dup,. 
Toujours en x0, on a 
On en dkduit: 
0=cp;Dw=2u,cp;Du, 
0 < - i (cp + cm)* - ipy. Du. 
n 
Et d’aprb la condition (4), 1 Du) est borrke par une constante indkpen- 
dante de CL 
4. Estimation de Du dam le cas gPnCra1 
On calcule maintenant une estimation sur 89 de la quantitk 
(a/ay)(a,uiuj). et on a: 
f (a,iu,uj) = Ek,n,[@Iij,kUfUj + 2CtvUikUj] 
‘i 
= a,,n,aq~,uiuj + 2ap,,nluiu,k. 
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On a sur LX2 akln,uk = 0, done il existe 6 tel que D(ak,ukn,) = on, c’est-h- 
dire 
ak[nlukj = 8nj- akljukn[- aklukny. 
Et il vient 
-$ (ap,u,) = akln[a,ikuiuj+2avui[thj-akyuknj-aklukn/j]. 
Or on sait que sur XI aijuinj = 0, et done on a: 
~(anuiuj)<C~Du~‘$C,a,uiuj. 
Pour obtenir des estimations L”(Q) sur Du, on considhe la fonction 
suivante: 
w=e ~ co~apiuj, 
oti x~~2(i2), ax/By= 1, IIxI/ w2.scn)= 1, x=0 sur aa. 
On a sur a52, 
aw 
&=’ 
~ cox 
[ 
& (a,iuiuj) - CoUg UiUj] Q 0. 
&ant donnC que x = 0 sur aL2, on a: 
et 
yi= e ~ cOXa..qj 
e ~ cOlIXI/L”IRl v,1512<e- cOX(~y)a..(x) ritj 6 eCOi~~~iL”ln)po I< 1 2 
pour tout 4 E R”, pour tout x E !?. 
Dans ce qui suit on remplace aii par e-Coxav, v0 par e-Coi’x”L”cn)v~, et p0 
par e cOIX~~L”(0)w, et on a 
w = aijuiuj, 
$0 
ay 
sur ai2 
On a par ailleurs: 
wi= akl.iukuj + 2akluku/i9 
WV = ak,#uk ul + 2a kl,iUkUfj + 2aklJukuli + 2ak,UkjU,i + 2aklUkUlq~ 
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On en dtduit: 
06 C, ne depend que de /I a0 11 w~,mU(n, et 6. 
On a par ailleurs: 
od Cz ne depend que de I( aq 11 w~.z(n,. 
11 vient done: 
Or en un point x,EQ ou w atteint son maximum, on a, puisque 
aw/LJy 6 0: Dw(x,) = 0, -a&x,,) wd(xO) 3 0, et on sait que w > 0, done on a, 
en x0: 
O<C, IDu12-(2-k-6)~(q+au)2 
De cette derneire egalite on deduit I Du(x,)J 6 Cs, et w(x,J d pOC:, done 
w <p. C:, et I Du I 6 (clo/vo) ‘I2 C, od C, est independante de a. 
5. Existence d’une solution 
On note U” = (l/IQ I) In uadx, vu = u’- 3, ou ucL est solution du 
probleme (2). On remarque que II DIP II Lz(nj est bornee par une constante 
C, independante de a. Sachant que JQ v”dx = 0, et que vrx est continue sur 
Q, il existe x0 EL! tel que v(xo) = 0, et pour tout x E 0, on a 
u’(x) =jA Dv”(y,(t))~ Dy.X(t) dt, ok y,(t) est un chemin dans Q tel que 
yx(0)=xo, y,(l) =x, et ) Dy,(t)( <C(Q). On a alors Iv”(x)l 6 C,C(B). 
Done il existe C7 indtpendante de a telle que (Iv” 1) w~.m(n, d C,. Et on a 
II a& II Lm(nI Q C8. Done il existe C independante de a telle que 
II va II w~s(,j < C, 1 <p < + 00, 11 va (I C1,~cnJ < C, 8 E [0, l[, et quitte a extraire 
une sous-suite, va converge dans C’~‘(~), IKE [0, l[, fortement et dans 
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W2*J’(s2), 1<p < + co, faiblement vers u E W23p(Q), et a U” converge vers 
-1 dans R. Et on a: 
-aovii + cp(x, Du) - i = 0, 
s vdx=O. R 
De plus cp(x, Du) -A E C”*e(d 
dkmontre le thtorbme. 
) done u E C2,‘(0 ) et DE C2(sT), ce qui 
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